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Abstract 
Dulucq, S., J.-G. Penaud, Cordes, arbres et permutations, Discrete Mathematics 117 (1993) 899105. 
The chord configurations on the circle are in relation with involutions, binary trees, ternary trees 
and with the decomposition of cirle permutations written as product of transpositions. This last case 
leads to a new recurrence formula for the Catalan numbers. 
0. Introduction 
Placons n points sur un cercle et considerons les cordes internes au cercle ayant ces 
points comme extremites. L’enumeration des configurations de cordes que l’on peut 
definir en imposant divers types de contraintes est un probleme classique de combina- 
toire. Citons les travaux de Errera [9], Touchard [22-241, et plus recemment, Riordan 
[19] et Read [18]. Notons que certains auteurs, comme par exemple Touchard [23], 
considerent un cercle de rayon infini et parlent d’un systeme d’arches joignant n points 
d’une droite. 
L’objet de cet article est d’ttudier les relations entre les configurations de cordes et 
les arbres. De cette etude nous deduisons des preuves bijectives de resultats dont 
certains sont connus, et d’autres nouveaux. 
La Section 1 est un rappel des resultats classiques, lorsque chaque point du cercle est 
extremitt d’au plus une corde. En particulier les conjigurations de cordes 2 A 2 dis- 
jointes sont comptees par les nombres de Catalan. 11 est usuel d’associer a un ensemble 
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de cordes leur graphe de croisement, dit graphe de cordes, et Touchard [24] avait 
pose la question de denombrer les configurations de cordes dont le graphe 
de croisement est connexe. Ce probleme a Ctl resolu par Stein [21] et Nijenhuis et 
Wilf [17]. 
Dans la Section 2 nous ajoutons la contrainte que le graphe de cordes soit un arbre 
et nous montrons que les configurations de cordes sont alors en bijection avec les 
arbres ternaires. 
La Section 3 commence par un expose des resultats de D&es [4] et de Eden et 
Schtitzenberger [8] sur la decomposition d’une permutation circulaire en produit de 
transpositions. Recemment Eidswick [7] a post et rtsolu analytiquement le probleme 
de determiner de combien de facons l’on peut ecrire une permutation circulaire 
donnte de longueur n, comme produit de n- 1 transpositions, en confondant les 
produits qui ne different que par l’ordre des facteurs. En utilisant une construction 
exposee par Berge [2] qui associe au produit de transpositions un systeme de cordes 
sur un cercle (sans la contrainte d’avoir des extremites distinctes), nous montrons que 
ces produits sont ici encore en bijection avec les arbres ternaires. 
Enfin la formule de dtnombrement dans l’article de Eidswick prectdemment cite 
nous conduit a une nouvelle formule de recurrence pour les nombres de Catalan et les 
nombres d’arbres p-aires en general, dont nous donnons une preuve bijective. 
1. Rappel des rhltats classiques 
1.1. Involutions 
L’ensemble des configurations de cordes dont les extremites sont distinctes et prises 
parmi n points 1,2, . . . , n places dans cet ordre sur un cercle (Fig. 1) est trivialement en 
bijection avec les involutions sur l’ensemble { 1,2, . . . , n}, ensemble que nous notons [n]. 
Le nombre I, de telles configurations est alors (cf. [14]) 
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D’autre part, les nombres I, verifient la recurrence, 
II = 1, 12=2, 
In=ln_l +(n-1) I,_, (n>2). 
(2) 
Si l’on interdit les points isoles sur le cercle, on obtient alors les involutions suns 
point jixe, denombrees par les factorielles impaires (n 3 l), 
Jzn=1.3.5...(2n-1). (3) 
1.2. Cordes deux h deux disjointes (c’est-a-dire sans point de croisement) 
Si l’on interdit les points isoles, le probleme de denombrer de telles configurations 
definies par 2n points fut d’apres Riordan [19], pose et resolu par Errera [9]. 
11 fait intervenir le nombre de Catalan c,, don& par 
1 2n 
c- 
’ n+l ( > n ’ 
Ce nombre fameux qui a plus de 40 interpretations combinatoires recensees par 
Gould [ 11, p. IV], denombre en particulier les arbres binaires a n sommets, ainsi que 
les arbres planaires c’est-a-dire munis dune racine et dessines dans le plan (cf. [13, 
p. 305]), ayant n aretes. 
La Fig. 2 rappelle la correspondance entre ces arbres et les systemes de cordes ne se 
croisant pas. 11 suffit de placer un sommet dans chaque region dtlimitte par les cordes 
dans le cercle, et de joindre par une artte tout couple de sommets dans deux regions 
adjacentes. (Notons que les cordes ont ete dessintes par des arcs de courbe pour la 
lisibilite de la figure). 
Si l’on autorise d’eventuels points)isolts, les configurations a n points sur le cercle 
sont comptees par les nombres de Motzkin [5, 151, 
mn= ck . (5) 
Fig. 2 
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2.3. Graphe de cordes 
A tome involution sans point fixe c(, on peut associer, en plus dun ensemble de 
cordes g(a), leur graphe de croisement, notion dont le lecteur trouvera dans [lo] une 
bonne introduction. Rappelons la definition, 
Dbfinition 1.1. On appelle grapke de cordes d’une involution sans point fixe do perant 
sur [2n] le graphe g(a) ainsi construit: 
- les sommets sont les y1 couples d’entiers (i,cc(i)); 
- deux sommets (i, j) et (k, 1) sont relies par une arete si et seulement si i < k <j < I 
ou k<i<l<j. 
La Fig. 3 montre l’ensemble des cordes V(N) et le graphe de cordes s(a) associes 
a l’involution IX =(l, 4)(2,5)(3,6)(7,12)(8,10)(9,11). Dans cet exemple, le graphe 9 n’est 
pas connexe. 
Touchard [24] avait pose la question de determiner le nombre 8, d’inuolutions 
connexes sur [2n], c’est-d-dire dont le graphe de cordes est connexe; les premieres 
valeurs sont, 
(Q,, 1 = 1, 1,4,27,248,2830,38 232, . . . . 
Stein [21] puis Nijenhuis et Wilf [17] ont montre que 19, est donnt par la formule de 
recurrence, 
e1 = 1, 
e,=(n-l) C dien-i. 
i=l 
Dulucq [6], d’autre part, a montre que 0, est lie a la probabilite d’obtention 7t dun 
arbre A appartenant a la famille des arbres planaires a II sommets Yn. Cet arbre 
apparait a l’issue d’un nombre infini de transformations dans un algorithme 
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Fig. 3. 
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Trehel et Na’imi [25], et sa complexite moyenne a ete etudiee par Arnold, Delest et 





De plus, si l’on considere les polynomes dtfinis par les relations 
O,(x)= 1, 
Zn-3 
O,(x)= 2 4,kXk, n32, 
k=l 
(8) 
06 dn,k est le nombre d’involutions connexes de [2n] telles que l’image de 1 soit k+2; 
ces auteurs ont montre qu’ils verifient les relations suivantes: 
O,(x)= 1, 
“-l 1_x2i-l 
O,(x)= c x 
i=l 
l_x @i(l) @n-i(X), n32. 
2. Involution-arbre 
On appelle ainsi toute involution sans point fixe dont le graphe de cordes est un 
arbre, comme celui de la Fig. 4; et l’on peut poser la question de denombrer ces 
involutions. 
Soit a, le nombre d’involutions-arbres sur [2n], dont le graphe de cordes posdde 
done n sommets et n - 1 aretes. 
On a immediatement la proposition suivante. 
Proposition 2.1. %(a) est un arbre si et seulement si, dans SF?(U), toute rhgion du cercle 
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Thkodme 2.2. (1) Le nombre d’involutions-arbres sur [2n +2] est igal au nombre 
d’arbres ternaires C!I n sommets internes, soit, 
1 3n 
a -_ 
“+‘-2n+l 0 n ’ (10) 
(2) Le nombre d’involutions-arbres sur [2n + 21, et dont la longueur du chemin de (1, i) 
& (2, j) dans le graphe de cordes associb est k - 2, est bgal au nombre d’arbres ternaires 
ic n sommets internes et dont la branche gauche est de longueur k, soit, 
2k -- 
an+l,k-2-3n_k l<k<n. (11) 
Preuve. Les nombres a, et an,k denombrent classiquement les arbres ternaires (voir 
[12, 151). I1 suffit alors d’ttablir une bijection entre les configurations de n+ 1 cordes 
sur le cercle dont le graphe de croisement est un arbre (done posdde n a&es), et les 
arbres ternaires a n sommets internes. 
Le lecteur trouvera dans [6] une preuve formelle de cette bijection. Donnons-en ici 
une preuve plus visuelle, illustree par la Fig. 5. Soit en effet une involution sans point 
iixe CI sur [2n], telle que le graphe de cordes associe B(cr) soit un arbre. Considerons 
une representation planaire du cercle et de l’ensemble des n cordes V(E), telle, ce qui est 
toujours possible, que par un point de croisement ne passe que deux cordes. La figure 
composee de l’ensemble des 2n points du cercle augmente des points de croisement, et 
des parties de corde qui les joignent, est clairement la representation d’un graphe 
planaire. Soit Y(a) ce graphe planaire. 
Y(cc) est connexe, et, comme Y(a) est un arbre, T(a) est sans cycle. C’est done un arbre 
planaire. Prenons le point 1 comme racine. T(a) devient alors un arbre ternaire plant.?. I1 
a n - 1 sommets internes, 2n - 1 feuilles sur le cercle, plus la racine, qui n’a qu’un fils. 
Reciproquement, considerons un arbre ternaire Y plant& dessine dans le plan. La 
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Fig. 5. 
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cercle. Chaque sommet interne de F est de degre 4 dans le graphe non oriente sous 
jacent et constitue le centre dun ‘carrefour’. Les chaines constitdes d’arcs de F qui 
ont pour origines les feuilles, et telles qu’en tout sommet interne, l’arc suivant dans la 
chaine soit l’arc oppose du carrefour, relient entre elles les feuilles deux a deux: elles 
definissent les cordes dont les points de croisement sont precisement les sommets 
internes. 
Le point 2 se deduit de la bijection ci-dessus et des resultats de [12, 151. 0 
3. D&composition d’une permutation circulaire en produit de transpositions 
Ce probleme, dont le lecteur trouvera un be1 expose dans les Principes de Combina- 
toire [2, p. 1171, est lie a certaines configurations de cordes sur un cercle. 
A tout ensemble de transpositions T={tI,t2 , . . . , tk) sur un ensemble X, on peut 
associer un graphe (X, T) dont X constitue l’ensemble des sommets, et dont les a&es 
sont les paires de points de X qui s’tchangent par les transpositions de T. On a alors la 
caracterisation suivante due a D&es. 
Theo&me 3.1 (Denes [4]). Soit T= { tI, tZ, . . . , t,_ 1} un ensemble de n - 1 transposi- 
tions sur [n]. Le produit f= tItz...t,_I est une permutation circulaire de degrh n si et 
seulement si le yraphe ([n], T) est un arbre. 
On en deduit le corollaire suivant. 
Corollaire 3.2 (D&es [4]). Le nombre A(f) de faqons d’kcrire une permutation cir- 
culaire f de degrk n comme produit de n- 1 transpositions est nnm2. 
Cette propriete, consequence directe de la formule de Cayley, s’obtient en egalant le 
cardinal de l’ensemble des arbres dont les sommets sont les entiers de 1 a n et dont les 
a&es sont etiquetees de 1 a n- 1 avec l’ensemble de tous les produits de n- 1 
transpositions de [n] qui sont egaux a des permutations circulaires. 
Ce resultat suggere plusieurs questions. 
La premiere, posee par D&es, est de trouver une bijection directe entre les arbres 
etiquetes a n sommets, et les produits de rz- 1 transpositions donnant une permuta- 
tion circulaire donnee. Moszkowski [16] vient recemment d’y repondre. 
D’autre part, les (n - l)! produits possibles form&s avec les a&es d’un arbre ([n], T) 
fix6 ne donnent pas necessairement toutes les permutations circulaires de [n]. A quelle 
condition deux produits de transpositions form& par deux permutations distinctes des 
a&es d’un meme arbre donnent-elles la meme permutation circulaire? Cette question 
fut posee et resolue par Eden et Schiitzenberger [7]. En voici un bref rappel. 
DCfinition 3.3. A tout produitfde transpositions d’un ensemble T operant sur [n], on 
peut associer le mot fen considerant T comme un alphabet. On definit de plus, pour 
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tout k dam [n], rck(7) comme le sous-mot defforme des transpositions qui affectent k, 
et rrk(f) la permutation egale au produit de transposition associe. 
Exemple. La Fig. 8 montre une contruction attachte a la permutation fdonnee sous 
forme de produit de transpositions,f= (3,4)(2,4)(1,5)(1,4)(8,7)(8,6)(8,5) et en posant 
a=(1,4), b=(2,4), c=(3,4), d=(l,5), e=(5,8),f=(6,8) et g=(7,8), on obtient le mot 
f=c .b. d.a .g.f. e; n4(f)=(3,4)(2,4)(1,4) et 7r4(f)=cba. 
On Ctablit alors le lemme suivant. 
Lemme 3.4. Si g est une permutation circulaire de [n] et si en k (1 <k< n) on a, 
rrJg)=(ir, k)(h, k) . . . (i,, k), 1 <p<n- 1, 
alors le cycle de g s’hcrit, 
g=(k, . . ..i P’ . ..) i p_l, . ..) . ..) . ..) i2 ,..., iI ,... ). 
D’od le theoreme suivant. 
Thi?orGme 3.5 (Eden and Schutzenberger [7]). Deux mots 7= tlt2 . . . t,_ 1 et 
g= tit; . . . t L _ 1 form& avec les n - 1 ar&tes d’un arbre ( [n], T ) donnent des permuta- 
tions circulaires f et g hgales si et seulement si 
- 
~(f)=x~(g), pout tout k tel que l<kdn. 
Ce resultat a deux consequences: la premiere (Corollaire 3.6) est le calcul du nombre 
de permutations circulaires que l’on peut obtenir avec les aretes dun arbre don@ la 
seconde est une caracterisation des arbres permettant de construire une permutation 
circulaire donnee (Lemme 3.7). Ce dernier resultat, suggtre dans [2, p. 1221, utilise une 
construction donnee par Berge dans cet ouvrage. 
Corollaire 3.6 (Eden and Schtitzenberger [7] ). Si ([n], T) est un arbre avec des degrbs 
di (1~ i<n), le nombre de permutations circulaires distinctes de degrt n qu’on obtient 
comme produit de ses n- 1 a&es est 
Appelons IIT l’ensemble des (n- l)! produits de transpositions associts a l’arbre 
([n], T). On peut alors Cnoncer le lemme suivant oti intervient la notion d’arbre 
non-croist, c’est a dire d’arbre dont les aretes constituent un ensemble de cordes non 
croides sur un cercle, formant ainsi un dessin planaire. 
Lemme 3.7. IZT contient un produit bgal h la permutation circulaire c = (1,2,. . , n) si et 
seulement si l’arbre ([n], T) ne contient pas de couple d’ar&es disjointes (i, j) et (k, I) 
telles que i < k < j < 1. 
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Preuve. (a) Supposons ([n], T) non croise. La preuve de la condition suffisante se fait 
en deux temps: 
(i) Mise en evidence d’un ordre total sur les a&es dont la restriction aux a&es 
issues du sommet k est tgale a l’ordre partiel (note < ,J 
les sommets k, il, i2, . . , i,, apparaissant dans cet ordre dans le cycle de [ - r. 
(ii) Preuve par induction que tout ordre total ainsi dtfini determine un produit de 
transpositions Cgal a [. 
Pour le premier point, associons a l’arbre planaire le graphe CT = (T, A) ayant pour 
sommets les a&es de T et pour ensemble d’arcs A les couples ((k, i), (k,j)) d’aretes 
incidentes en un meme sommet k de [n], et qui sont consbcutives dans l’ordre ck. 
La Fig. 6 suivante montre le sous graphe de CT induit par les a&es a, b, c, d et f: 
Comme ([n], T) est un arbre planaire, il est clair que CT est connexe sans cycle, done 
a fortiori sans circuit (dug dans la terminologie anglo-saxonne). 11 possede done au 
moins un tri topologique, c’est-a-dire un ordre sur les sommets < T compatible avec 
les arcs de CT. 
ce qui implique immediatement que pour cet ordre 
eCkf 0 e CTf. 
Pour le deuxieme point, etablissons d’abord que la planarite de ([n], T) implique 
l’existence d’une arete pendante (i, i+ 1). 11 suffit de considerer une ardte pendante (i,j) 
telle que 1 j- iI soit minimal pour verifier que necessairement j = i - 1 (ou j = i + 1). 
Comme il y a toujours au moins deux a&es pendantes si n > 2, il est toujours possible 
de supposer le sommet pendant different de 1. 
Soitj le sommet pendant (c.a.d. de degrt l), et supposonsj= i- 1. (Le raisonnement 
est symetrique si j =j + 1). D’aprds ce qui precede, il existe un ordre sur T compatible 
avec l’ordre ci et soit g la permutation circulaire determinte par le produit de 
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done en tete dans le produit donnant g parmi les transpositions contenant i, et comme 
i- 1 ne figure dans aucune autre transposition du produit, la transposition 
(i, i- 1) commute avec toute les prectdentes. Soit g1 la permutation circulaire egale au 
produit ainsi obtenu. On a g = gr, et d’autre part g1 = (i, i - 1) g’ oh g’ est la permuta- 
tion circulaire operant sur [n] - {i - l}, egale au produit des autres transpositions. 
Posons T’=T\((i,i-1)) et<‘=(1,2,...,i-2,i , . . . , n). On peut alors raisonner par 
induction malgre un leger abus de notation, et l’on a 
Or [=(i,i-1). c’, d’od g=[. 
(b) Condition necessaire. 
Cette preuve est facilitee par quelques outils techniques: 
(i) la notion de projection cyclique: etant don&e une permutation CJ sur un 
ensemble fini E et un sous ensemble F de E, appelons projection cyclique (en abrege 
c-projection) de g sur F la permutation c’ notee giF dtfinie sur F de la facon suivante, 
VteF, o’(t) = crk(t), oti k est le plus petit entier positif tel que rrk(t)EF, 
c’est-a-dire telle que les cycles de 0’ s’obtiennent a partir de ceux de D en effacant les 
elements qui ne sont pas dans F. 
(ii) le lemme technique 3.8 et son Corollaire 3.9. 
Supposons en effet qu’il existe des arbres croises donnant la permutation circulaire 
c = (1,2, . , n), et choisissons un tel arbre ([n], T) qui soit minimal, c’est-a-dire n’ayant 
pas de sous-arbre strict ayant cette propriete a une renumerotation des sommets 
pres. Necessairement n 24. D’apres le Corollaire 3.9, cet arbre est constitue dune 
paire d’aretes croisees pendantes, (i,j) et (k, l), et de p a&es (pa l), qui forment une 
chaine non croisee les reliant. Supposons i < k <j < I, i et 1 les deux sommets 
pendants, les sommets j et k relies par la chaine (j,s1),(s1,s2), . . ..(sp-r. k), 
k<sp--1<sp--2<~~~ <s,<j. 
Les 3 autres configurations possibles sont similaires. (cf. Fig. 7, avec p = 3). 
Soit Tr I’ensemble T\{ (k, I)}. L’arbre ([n]\(l), T,) est non croist, done IIT, possede 
d’apres la preuve de la condition suffisante, un produit SI egal a la permutation 
[r=(1,2 ,..., l-1,1+1 ,..., n). Le graphe CT1 introduit dans (a) ci-dessus est ici une 
simple chaine, done la construction donne #r = (k, sP- 1) .(sP- 1, sP- 2). . . (sl, j). ( j, i). 
Fig. I. 
Cordes, urbres et permutations 99 
Or par hypothese Ilr contient un produit g egal a i. Soit g’ le m6me produit sans la 
transposition (k, 1): g’ est done une c-projection de g sur [n] \(I} done g’=[‘. 
D’apres le Theoreme 3.5, les mots g’ et g1 sont alors egaux. Done g a deux valeurs 
possibles, suivant les positions relatives de (k, I) et (k, sP_ r): 
11 est aist de verifier qu’aucune des deux expressions ne donne la permutation 
circulaire i=(i,k,~~_~,s~_~,~~_~ ,..., sr,j). 0 
11 reste a etablir le lemme suivant. 
Lemme 3.8. Si ([n], T) est un arbre et si g est une permutation de [n] dejinie par le 
produit de transpositions S= U(i, k)G oti le sommet k est un sommet pendant, le produit 
g’=UV dhjinit une permutation g’ bgale Li la c-projection de g sur [n]\(k). 
Preuve. Soitjo etj, les entiers tels que g(j,)= k,et j, =g(k). Si j#j,, g’(j)=g( j). Si par 
contrej=j,, necessairement u(j,)=i,et u(i)=jI, done g’(j,)=g2(j0). 0 
On en deduit immediatement le corollaire. 
Corollaire 3.9. Si ([n], T) est un arbre et g une permutation circulaire d$inie par un 
produit des a&es de T, et si T’ est un sous ensemble de Tformant un sous-arbre (E, T’), 
(oh E c [n]), le sous-mot de S constitub des a&es de T’ dh$nit une permutation bgale 
h la c-projection de g sur T’. 
La Fig. 8 montre une telle construction avec n = 8. La colonne centrale exprime les 
contraintes de succession des transpositions affectant un mCme point k (1 d k d 8), 
Elles sont regroupees sur le graphe de droite dont un tri topologique est propose. 
De l’exemple ci-dessus on deduit le mot f= c b. d. a. g .f. e, d’ou le produit 
f=(3,4)(2,4)(1,5)(1,4)(8,7)(8,6)(8,5) qui est bien egal a [. 
Une autre question reste a resoudre; quel est le nombre de facons distinctes dans le 
monoi’de commutatif (ab = ba), d’ecrire la permutation circulaire, [ = (1,2, . . . , n), 
comme un produit de n - 1 transpositions? Ce probleme fut recemment pose et resolu 
par Eidswick [S]. 
Soit e, ce nombre; Eidswick montre que e, verifie la recurrence suivante (principe 
d’inclusion-exclusion), 






en-i pour n>4. 
i=l 
(12) 
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(e,)_ 2 = 1,3,12,55,273,1428,7752, . . 
I1 vkrifie alors que la suite 
1 3(n- 1) 
2n-1 ( > n-l 
satisfait (12) et done en dtduit le thkorkme suivant. 
ThCori?me 3.10. Le nombye de fagons d’bcrire la permutation circulaire [ = (1,2, . . . , n) 
comme un produit de n - 1 transpositions est, pour n b 0, 
1 3n 
e -- 
“+I-2n+l ( > n ’ 
(13) 
Nous en proposons une preuve bijective, fond&e sur le Lemme 3.7 et le fait que e, est 
le nombre d’arbres non croisks i n sommets sur le cercle c = (1,2, . . . , n). 
Exemple. Pour n= 3, il y a trois arbres non croises sur le cercle reprtsentatif de 
< =( 1,2,3), done 3 facons commutativement distinctes d’ecrire cette permutation 
circulaire sous forme de produit de transpositions, comme le montre la Fig. 9. 
On a rappel6 plus haut dans la preuve du Theoreme 2.4 que le nombre e,, 1 defini 
par la formule (13) compte les arbres ternaires ayant n sommets internes, 2n + 1 feuilles 
et done 3n+ 1 sommets en tout. 11 suffit alors d’etablir la proposition suivante pour 
achever la preuve bijective du rtsultat de Eidswick. 
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5 = (1,2)(1,3) r = (1, wz 3) r = (2,3)(1,3) 
Fig. 9. 
Lemme 3.11. L’ensemble des arbres ternaires ti n sommets internes est en bijection avec 
l’ensemble des arbres non-croisbs A n a&es inscrites sur le cercle (1,2, . . , n + 1). 
Preuve. Elle se fait par induction. Pour n= 1 ou 2, c’est tvident en raison des 
cardinaux. Pour n > 2, soit i le plus petit entier (1~ i < n) reliC par une a&e de I’arbre 
planaire A 1. L’arC%e (1, i) partage l’arbre planaire donnC en trois arbres planaires (A 
une renumkotation des sommets prts), dont la somme des nombres d’ar&tes est n - 1, 
et cette dlcomposition est clairement unique, comme la d&composition d’un arbre 
ternaire A YI sommets en trois arbres ternaires ayant en tout n- 1 sommets. La Fig. 10 
illustre cette correspondance. q 
4. Une nouvelle formule de rkurrence pour les nombres de Catalan 
Les relations de rkcurrence (12), valables pour les arbres ternaires, suggkent d’en 
vtrifier d’analogues pour les 
1 
arbres binaires, qui sont dknombrks par les nombres de 
n+l sommets, n ar&tes n sommets intemes 
Fig. 10. 
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Catalan. C’est l’objet de la proposition suivante, dont nous donnerons une preuve 
bijective. 
Proposition 4.1. Les nombres de Catalan vhijient la relation, 




(-l)‘+’ njfl c,_i. 
( ) 
(14) 
Preuve. On considere la famille ST?,, (n>, 1) des arbres binaires complets ayant 2n+ 1 
sommets, dont n sommets internes a deux fils, et n+ 1 feuilles. Parmi les sommets 
internes, on distingue ceux dont les deux fils sont des feuilles, et on les nomme jeunes 
pousses. Elles correspondent exactement aux feuilles de l’arbre binaire quelconque 
obtenu en enlevant toutes les feuilles de l’arbre binaire complet. Cet arbre binaire 
possede y1 sommets et son nombrefde feuilles verifie la relation 2 f- 1 + n, = n, od n1 
est le nombre de sommets ayant un seul fils. 
Ainsi, le nombre d de jeunes pousses d’un arbre binaire appartenant a g,,, tgal aA 
verifie 
Les sommets internes 
suivante: 
(15) 
sont colories avec deux couleurs, blanc et noir, de la facon 
- les jeunes pousses peuvent prendre l’une des deux couleurs, 
~ les autres sommets internes sont tous blancs. 
Pour tout arbre T de 9Sn, ayant k jeunes pousses noires, on dtfinit une valuation u ( T ), 
v( T)=(-l)k. 
La Fig. 11 ci-contre montre un arbre binaire T ayant sept sommets internes, et parmi 
ceux-ci, trois jeunes pousses, dont deux noires et une blanche. Done v( T)= 1. 
Fig. 11. 
Cordes, arbres et permutations 103 
Appelons &‘, la famille des arbres binaires complets ainsi bicoloriees, et parmi 
ceux-ci, &_ k la famille de ceux qui ont exactement k jeunes pousses noires. Pour n 2 1, 
il existe une involution sans point fixe qui Cchange deux arbres de &, en changeant la 
parite du nombre de jeunes pousses noires, done le signe de la valuation; en effet, pour 
n 2 1, il existe toujours au moins une jeune pousse d’apres (15), il suffit alors de changer 
la couleur de la premiere jeune pousse dans l’ordre prefixe. On en dtduit, 
c u(T)=O. (16) 
T&i 
D’autre part, (16) peut s’ecrire, 
o= c (-l)k c 1= c (-l)k l&,kl. 
k$O TEiik k30 
(17) 
Enfin, si l’on coupe les deux fils des k jeunes pousses noires, celles-ci deviennent 
k feuilles noires. L’arbre obtenu est un arbre binaire complet n’ayant plus que n-k 
sommets internes, et done n-k + 1 feuilles bicolortes; parmi celles-ci k sont noires. 
Cette correspondance est clairement bijective. 
La Fig. 12 illustre cette correspondance. 
On en deduit que, 
(18) 
En portant cette valeur dans (17) et en extrayant de la somme le terme pour k = 0, on 
obtient les relations (14). 0 
GCnCralisation aux arbres p-aires 
Ce resultat s’etend immtdiatement aux arbres p-aires. Rappelons (cf. [13]) qu’un 
arbre p-aire est tel qu’un sommet pz’a aucun fils (feuille), ou bien a exactement p fils, et 
les fils d’un meme pere sont totalement ordonnts. Si n est le nombre de sommets 
internes, il y a (p- l)n+ 1 feuilles done pn+ 1 sommets en tout. 
Fig. 12. 
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(p-l)n+l 0 Iz . 
On a alors le theoreme suivant. 
ThCorkme 4.2. Le nombre b, d’arbres p-aires Grijie la relation de rbcurrence, 
bo=l, 
L((p- l)n+ l)lPJ 








Preuve. C’est la pure gineralisation de la preuve prbctdente. On appelle maintenant 
pousse tout sommet interne dont les p fils sont des feuilles. On calorie les pousses de 
deux couleurs, noir et blanc, les autres sommets internes ttant colories blancs. Soit 8, 
la famille des arbres p-aires a n sommets internes ainsi bicolories, et &,,k la famille 
parmi ceux-ci qui ont k pousses noires. 
On d&nit encore, pour tout arbre T de @,, sa valuation par v( T) = (- l)k. Le m&me 
raisonnement que dans le cas binaire conduit a, pour nb 1, 
c v(T)=O, (21) 
TEA 
d’oh. 
o= c (-l)k 1 l= 1 (-l)k li+&l. (22) 
ka0 T&k k>O 
Par suppression de tous les fils des pousses noires, on Ctablit une bijection entre 
.$n, k et la famille des arbres p-aires dont les feuilles sont bicolorees, ayant k feuilles 
noires. Ces arbres ont alors n-k sommets internes, done (p - 1) (n-k) + 1 feuilles au 
total, nombre que k ne peut exdder, soit 
En reportant dans (22), il vient, 







n k, (23) 
D’oh les relations (20) en sortant de la somme precedente le terme pour k=O. c7 
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